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1 INDLEDNING 3

1 Indledning

Jeg vil i denne opgave ggre rede for hvad der forstas ved differentialligninger af
fgrste og anden orden, og hvordan man lgser nogle af disse. Jeg vil ggre rede
for hvad linesere differentialligninger er, og hvad der forstaes ved den homo-
gene og den inhomogene af disse, og hvordan man lgser disse to typer. Jeg vil
demonstrere hvordan man finder nummeriske lgsninger til differentialligninger,
og vurdere Eulers metode og Runge-Kutta metoden af anden og fjerde orden.
Til sidst vil jeg give praktiske eksempler pa hvordan man kan bruge differen-
tialligninger i den virkelige verden.

Jeg har benyttet sproget TEXtil at skrive denne rapport i, da det giver mu-
lighed for at opskrive matematiske ligninger i et leeseligt format, til gengseld
bruger dette sprog en stor margin, dette bedes der tages hensyn til. Opgaven er
konverteret til PDF fil og derefter udskrevet.

2 Definition af 1. og 2. ordens differentialligninger

Selvom vi allerede kort har gennemgaet differentialligninger pa Mat A pa han-
delsskolen vil jeg alligevel gentage definitionen af en differentialligning.

definition: Ved definitionen af en differentialligning forstas en ligning hvori en
eller flere aflede af en funktion (y = f(z)) indgar. Differentialligningen benaevnes
efter den i denne hgjst forekommende afledte funktion. Hvis den hgjest afledede
funktion er f(")(z) kaldes ligningen en n-te ordens differentialligning.
Enhver funktion, der passer i ligningen kaldes ligningen en lgsning til differen-
tialligningen, og dens graf kaldes en lgsningskurve eller integralkurve.
Maengden af samtlige lgsninger kaldes den fuldsteendige lgsning!

Det vil sige at lgsningen er givet ved en funktion f(z) der opfylder ligningen
sa lighedstegnet kommer til at passe. Der findes oftes flere lgsninger til en given
differentialligning, og man bensevner meengden af samtlige lgsninger som den
fuldsteendige lgsning.

Endvidere findes der et begreb vi ikke har gennemgaet pa Mat A, det drejer
sig om linjelementer.

definition: Et szt bestaende af tre tal (zg, yo; a) kaldes et linjelement nar det
beskriver et kort linjestykke igennem punktet (zo,y0) med heeldningen a.?

Vi kan bruge linjelementer til at opstille grafiske billeder for differential-
ligninger. Ved at kigge pa lgsningen f(z) for en differentialligning f’(x) kan vi
opstille en raekke linjeelementer til at illustrere hvordan de endelige lgsninger

Ldefinitionen stammer fra M3 side 8, dog lettere omskrevet
2definitionen er delvist hentet fra ID3 side 63



2 DEFINITION AF 1. OG 2. ORDENS DIFFERENTIALLIGNINGER 4

kan se ud. Til dette formal behgver vi kun f'(x) og et koordinatsaet (xg,yo). Vi
beskriver linjelement med betegnelsen (zg, yo, f'()).

Differentialligninger bruges ofte for at beskrive en forsenkling af et faenomen.
Hvis der f.eks. beskrives en bakteriekulturs populations veekst efter en given tid
(og der heraf afledes en populations stgrrelse ved en given tid) ofte vaere foregaet
en forenkling idet der ikke tages hgjde for at bakterierene fgr eller siden lgber tgr
for plads til at vokse i. I en rovdyr-byttedyr situation, som oftest ogsa beskrives
af differentialligninger vil der oftest heller ikke vaere taget hgjde for at andre
faktorer spiller ind. F.eks. vil der ikke vaere taget hgjde for meengden af vand
eller meengden af et alternativt bytte-dyr.

2.1 1. ordens differentialligninger

Ved en differentialligning forstaes der efter vores definition fra for at det ma vaere
en funktion hvor den hgjeste afledte er f(). Dette skrives ogsa pa formerne:

flx)=y' = d—gyc = F(z,y,y)

Vi vil senere se hvordan differentialligninger af 2. orden bliver beskrevet.

2.1.1 Differentialligningen f’(z) = h(z) - g(y)

I differentialligningens barndom blev matematikerne ofte ngd til at finde nye
metoder hver gang de stgdte ind i et problem der kunne beskrives som en dif-
ferentialligning. Men efterhanden fik de dem indelt i forskellige typer. Den jeg
vil se pa nu er een af de mest brugte.

Jeg betragter differentialligniger af fgrste orden der athsenger af produktet
af den uathzengige variabel = og den afhaengige y. Denne beskrives generelt pa
formen

f@)=9g(y) h(x), xelyel (1)

hvor I og J er intervaller pa hhv. x og y-aksen. Jeg gnsker at finde den fuld-
steendige lgsning til denne ligning3. Da h er afhaengig af x vil jeg ga ud fra at
den er kontinuert i intervallet I, og da g er afhesengig af y vil jeg ga ud fra at
den er kontinuert i J. Jeg vil ogsa forudseette at g(y) # 0 (for y € J).

Det vides at betingelsen for at y = f(z) er en lgsning er

fl@)=g(f(2)-h(x), =zl flx)eJ

3Lgsningsmetode fra ID2 side 58
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Og da jeg har foudsat at g(f(x)) # 0 kan jeg omskrive ved at dividere med

g (). jog far: 1
@y’ @ =)

Og heraf kommer navnet pa metoden. Jeg separer de variable, og kan pa den
made lgse ligningen. Ved integration pa begge sider nar jeg frem til fglgende
ligning

1 / = z)dx
/%ww»””””‘/“>d+k

Da vi ved at f'(z) = % ser jeg at f'(x) - dx = dy. Med dette in mente og ved

at erstatte f(z) med y igen far jeg

/ﬁdyz/h(m)dx—i—k

Ud fra denne omskrivning er det muligt at udregne y = f(z), forudsat at g(y)
og h(z) er mulige at differentierer. Ved integration og omregning er det ofte let
at na frem til et brugbart resultat.

2.1.2 Differentialligningen f'(z) = kf(x)

En variant af den foregaende differentialligning er den, hvor man har sat h(x) =
1 og dermed far at
fl@)=kf(z), keR (2)

Beviset for denne kommer ogsa i direkte forleengelse af den forrige. Jeg saetter
som sagt h(x) = 1 for alle x og ¢g(y) = ky. Endnu engang gar jeg ud fra at
g(y) # 0, dvs. at y # 0. Lesningen til denne er

flz)=c- e, ze€R (3)

som jeg i det fplgende vil bevise.*

Jeg starter med at antage at y = f(z) er lgsningen til mit problem. Jeg lader
funktionen h(x) veere givet ved

Jeg benytter mig af reglen for differention af produkter som lsert pa anden
ar . Af den far jeg at

W (x) = f'(x) e + f(z) - (~ke ™)
Da jeg ved (2) geelder, kan jeg omskrive h'(z) til
W(x)=k- f(z)-e ™ 4 f(x) - (=k)e ™ =0

4Bevis hovedsagligt fundet ved M3 side 20
5Differention af et produkt: (f-g)/ (z) = f'(z) - g(x) + f(z) - ¢’ (x)
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Nu ved vi at A'(z) = 0, ud fra dette kan vi konkludere at h(x) er en konstant,
idet konstanter er det eneste der giver 0 ved differention. Denne konstant kalder
jeg c. Jeg ved at h(x) = c og at h(z) = f(z) - e7**. Jeg seetter de to udtryk lig
hinanden

flz)-eF =¢
Dette udtryk ganger jeg med eF®
fla) = ce™

Jeg har nu vist at hvis f er lgsning, sa er f af formen f(z) = ce**.6 Dvs. at
der kan altsa ikke veere andre funktioner der kan veere lgsninger, jeg har fundet
den fuldsteendige lgsning

Jeg vil nu vise at at hvis f(x) = ce*® sa er f(x) lgsning. Jeg beviser pa en
made den anden vej rundt. Dette gor jeg ved at differentierer det netop fundne
resultat.

flix)=c-k-e* =k-ce?® =k f(x)

Jeg har dermed vist det gnskede.

2.1.3 Differentialligningen f'(z) =a- f(z)+b

Jeg fortsasetter med at bygge videre pa beviserne. Denne gang kigger jeg pa
differentialligningen

fl@)=a-f(z)+0. (4)
Den fuldsteendige lgsning til dette udtryk er da givet ved

f(x):ngrc-e‘””, z € R. (5)

Dette gnsker jeg at bevise. Til dette formal skaber jeg ligningen g(z) som jeg
saetter lig med hgjresiden af (4).” Da har jeg

g(x) =a- f(x) +b,

som jeg kan differentiere

ved divition med a far jeg

6Citat taget fra M3 side 20
"Fremgangsmaden for beviset er hentet fra M3 side 22
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Sa langt sa godt. Jeg bruger min nye definition af f/(z) i (4)
L,
L(@) = o(a).

Ved multiplikation med a far jeg

g'(x) = ag(x).

Nu kommer tilbygningen med beviset fra for, da denne differentialligning
passer ind i mgnstret f'(x) = ky. Jeg bruger den fuldsteendige lgsning som
fundet i (3)

g(x) = 1, c1 €R

Jeg erstatter g(z) med udtrykket a- f(x)+b og foretager nogle simple udreg-
ninger.

a-f(x)+b = c1e?”
a-f(r) = —b+cre®”
_ b a g,
fl@) = —2 e
z) = ——tce

Det er hermed bevist at (5) er den fuldstendige lgsning til (4), idet jeg
forudsaetter at ¢ = <. En konstant er vel en konstant.

2.2 2. ordens differentialligninger

Hvis jeg endnu engang kigger pa definitionen fra forst i denne del, ses det at
en differentialligning af anden orden, er en differentialligning hvor den hgjest
afledte er givet ved f(?). Dette skrives ogsa pa folgende former
d*y
"ix) — //:_:F‘% 7 /7 1
Flla)y=y" =3 (z,9,9,y")
Anden ordens differentialligninger er ofte meget komplicerede at lgse, og ofte
helt umulige. Dog vil jeg kigge pa simple varianter af disse. Nummeriske metoder
kan ogsa bruges til at lgse disse besveerlige ligninger.

2.2.1 Differentialligningen f”(z) = h(x)

Differentialligninger af anden orden hvor denne udelukkende afhsenger af en
uafhaengig variabel (oftest x). Vi opskriver den pa formen

f'(@)=h(z), zel (6)
og jeg vil bevise at den har den fuldsteendige lgsning

f(z) = Hi(z) + c17 + ca, (7)
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hvor H; er en stamfuntion til en stamfunktion til h. Beviset er meget sim-
pelt,® og er hurtigt overstaet. Af (6) ser jeg umidelbart at der ved integration
geelder
f(@) = H(z) + e,

hvor H er en stamfunktion til h og ¢; er en arbitser konstant. Ved endnu en
integration far jeg
f(z) = Hi(x) + ez + ca,
hvor Hj er en stamfunktion til H og ce er endnu en arbitzer konstant. Hermed
er pastanden bevist.

Hvis jeg betragter et bestemt punkt (z¢, o) hvorigennem min lgsning skal
ga ser jeg at der skal gaelde at

Yo = Hi(xo) + c1w0 + c2 (8)

men til dette findes der uendeligt mange talset (c1,c2) som tilfredsstiller
ligningen. Disse kan beskrives pa formen

(e1,90 — Hi(xo0) — c10)

ved en simpel omregning af (8). Det vides dog at der igennem et vilkarligt
linjeelement (zg, yo; @) gar en og kun een lgsningsgraf, sa det er stadig muligt
at finde en bestemt lgsning.

2.2.2 Differentialligningen hvor kun f”(z) og f'(x) optreeder

Hvis der kigges pa en differentialligning af anden orden hvor der kun optraeder
f"” og f’ kan de ofte lgses ved substitution. Jeg sztter f' = z og lgser dif-
ferentialligningen. Et eksempel® kan veere at jeg vil bestemme integralkurven
til

yl/ — 3y/

som gar gennem linjeelementet (1,2;1). Jeg indfgrer min lille substitution

og far

7 =3z

som jo er simpel at lgse, jeg far at
z=c- e, ceR
Da z(1) = ¢'(1) =1 er det let at finde c:

1 = ¢-é

¢c = e3

8Bevis taget fra ID1 side 99
9Eksempel taget fra ID3 side 85



3 LINEARE DIFFERENTIALLIGNINGER AF 1. ORDEN 9

Sa nu ved jeg at
Z:y/:e—3.€3x
finder jeg stamfunktionen til dette far jeg at

L 3 3
— . €T ]{/,7
y= 36 e’ +

hvor k er en arbitaer konstant. Ved hjelp af mit linjeelement (1,2;1) far jeg
at

e |
w
Q)
w
+
N

Wl Tt w| =

som jeg seetter ind min vores ligning og far den sggte integralkurve som er

_13I—3 5
y—ge +3

Sa ved simpel omskrivning af en andengradsligning til en fgrstegradsligning
er det muligt at lgse simple differentialligninger af anden orden.

3 Linezere differentialligninger af 1. orden

De ligninger jeg skal til at arbejde med nu, kan deles op i to kategorier. Der er
den inhomogene linezre differentialligning af 1. orden, der skrives pa formen

y' +a(z)y = b(x) 9)
og den dertil svarende homogene ligning, der skrives pa formen
y +a(z)y =0 (10)

dvs. hvor b(z) er nulfunktionen.

3.1 Den homogene ligning 3 + a(z)y =0

Denne homogene ligning har de to fslgende egenskaber!®

Hvis u(x) og v(x) er to lgsninger til (10) sa er f(x) = u(z) + v(x) ogsa en
losning.

Hvis k € R og u(z) er en lgsning til (10), sa er f(x) = ku(x) ogsa en lpsning.

Dette er grunden til at man kalder (9) en linezer ligning.!!

10Hentet fra ID3 side 143
11Jvf. ID3 side 143



3 LINEARE DIFFERENTIALLIGNINGER AF 1. ORDEN 10

At den fgrste ssetning er sand beviser jeg ved at indsaette
f(x) = u(z) + v(z)
i (10) og far
f'(@) +a(@)f(x) =

(z)
(z)

Da disse to sidste led hver for sig er lgsningen til (10) far jeg at

u'(z) +0'(2) + a(x) (u(x) + v(z))
o' (z) + a(z)u(x) +v'(x) + a(x)v()
F() 4 a(e) () =0~ 0 =0

og da dette passer godt sammen med (10) er ssetningen sand.

At den anden satning er sand beviser jeg ved pa samme made at indseette

f(x) = ku(z)
i (10) og far

f@) +al@)f(z) = ki'(z)+a(z)ku()
= k(' (z) + a(z)u(z))

og idet u/(z) 4+ a(x)u(zx) er en lgsning til (10) far jeg at
F'(@) +a@) f(z) = k-0 =0

og da dette, endnu engang, passer sammen med (10) er seetningen sand.
Hermed er begge seetninger bevist.!?

3.2 Den inhomogene ligning 3’ + a(z) = b(x)

En veesentlig egenskab ved de linesere inhomogene differentialligninger (9) er, at
hvis man kender den fuldsteendige lgsning til den tilsvarende homogene ligning
(10) er det tilstreekkeligt at finde een enkelt lgsning til den inhomogene ligning
(9) for at kunne angive den fuldstendige lgsning til (9).'3

Fgrst en lille hjzelpesaetning.'4 Jeg vil forst bevise, at hvis f(z) og g(z) er
lgsninger til den inhomogene ligning (9), sa er h(x) = f(z) — g(z) en lpsning til
den homogene ligning (10). Som i de to foregaende beviser seetter jeg h(z) ind
by +a(x)y

W(x) +a(@)h(z) = [f(2) - g (@) +a(@)(f(z) - g(z))
= (f'(2) +a(@)f(2) = (¢'(2) + a(x)g(x))

12Beviserne for disse to pastande er lavet pa opfordring i ID3, men star ikke opfert i denne
13Mere eller mindre citeret fra ID3 side 143
1 Hjaelpesaetningen er hentet fra ID3 side 143




3 LINEARE DIFFERENTIALLIGNINGER AF 1. ORDEN 11

da det vides fra (9) at den inhomogene ligning har formen

y' +a(z)y = b(z)
kan jeg erstatte de to led med b(x) og far
h'(z) 4+ a(z)h(z) = b(z) — b(x) =0
og far at det er lig med den homogene ligning. Dermed er h(z) en lgsning til

den homogene ligning.

Hvis f(z) er en lgsning til den inhomogene linezre ligning (9) af 1. orden,
og u(z) er en vilkarlig lgsning til den tilsvarende homogene ligning (10), sa er

h@) = f(z) +u(z)

en vilkérlig lgsning til (9). Dette vil jeg bevise ved at indsaette dette i (9)'°,

jeg far
W(x) +a(@)h(z) = f'(x)+u'(2) + al@)(f(2) + ulz))
= fl(z) +a(2)f(z) + v'(z) + a()u(z)

og ser at det forste led f/(z) 4+ a(x) f(z) er lig b(z) jvf. (9), og det andet led

o' () + a(x)u(z) er lig 0 jvi. (10). Af dette far jeg
R(x) + a(z)h(x) = b(z) + 0 = b(x)

som var det der gnskes bevist.

3.3 Lgsning til den homogene og den inhomogene ligning

Jeg fortseetter bevisraekken, og vil nu vise hvordan man finder Igsningen til den
homogene ligning
y'a(z)y =0
ved et finurligt matematisk trick.'6 Jeg ganger med e4®) hvor A(z) er en

stamfunktion til a(z).
y'er@ 4 a(z)yet® =0

At dette er det samme som
(ye*™) =0

kan vises ved at differentiere ud. Ved integration af udtrykket far jeg

yet®@ = ¢ ceR

y = ce @), ceR

15Beviset er lavet pa opfordring i ID3, men star ikke opfgrt i denne
16Finurligt trick er fundet ved ID3 side 144, kommentare er dog mine egne. Anden
Igsningsmetode er vedlagt som bilag 1
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hvormed den vilkarlige lgsning til den homogene ligning (10) er fundet. Jeg
benytter samme trick for at finde en partikuleer lgsning til den inhomogene
ligning (9)

Y +alz)y = b)
Y er@ 4 oa(z)yet® = p(z)et®
Ay = ba)er®
yet® = b(x)eA ™) dx

y = e_A(x)/b(ac)eA(:”)dx.

Nu da jeg har fundet en partikuleer lgsning husker jeg pa at den fuldsteendige
lpsning er givet ved at addere en given partikuleer lgsning af den inhomogene
ligning (9) med den vilkarlige lgsning til den homogene ligning (10). Af dette
far jeg at den fuldstaendige lgsning til (9) er givet ved

y = e 4@ /b(x)eA(“’)dx + ce~A®), ceR

hvor A(z) = [a(x)dz. Hermed er den fuldsteendige losning til den linesere
homogene differentialligning (9) fundet.

4 Nummeriske lgsninger

Til tider (ofte) vil man stgde pa differentialligninger der er umulige at lgse, isser
differentialligninger af 2. orden og videre kan vaere meget svaere at finde ana-
lytiske lgsninger til. I de tilfeelde kan man lgse differentialligningen nummerisk.
Jeg vil gennemga to metoder i denne opgave. Fgrst Eulers metode, og dernzaest
den forbedrede Runga-Kutta metode.

4.1 Eulers metode

Fgrst har man givet et punkt Py der har koordinatsaettet (zg,Yp), i dette punkt
findes der er en tangent, hvis haeldning jeg ogsa har givet ved differentiallignin-
gen Z—Z = f(z,y).}" Ved at folge denne tangent ud til et nyt punkt kan man
bestemme et nyt koordinatsaet Py, og ved at blive ved med at ga en smule ud,
far man en lgsningskurve der tilnsermelsesvis er lig den sggte. De nye koordi-
natsaet kan skriver jeg pa formen

(i1, Yns1) = (Tn + By yn + hf (20, Yn))

hvor n er indeks for det tidligere punkt, og h er forskellen i x der bruges.
Da kurven bliver stykket sammen af mange sma rette linjer vil den aldrig blive

7Fremgangsmaden er taget fra ID3 side 97 og fra M3 side 12



4 NUMMERISKE LOSNINGER 13

den eksakte lgsning, og de nye punkter man finder vil afvige fra den rigtige
lpsning. Men ved at bruge et meget lille h opnas en kurve der er meget teet
pa den rigtige. Jo stgrre h er, jo mere afviger den nummeriske lgsning fra den
egentlige. ®Det skal nzevnes at Newton-Ralphson metoden der bruges til at
finde tangentheeldninger ligner denne metode i fremgangsmade.

4.2 Runge-Kutta metoder

Eulers metode er smart, men vidrebygningen af denne er endnu mere preecis,
den kaldes den forbedrede Euler metode, eller Runge-Kutta metoden. Ved denne
metode tager man flere punkter af formen P, og finder midtpunktet imellem
disse for at opna et punkt der ligger tzettere pa den egentlige lgsningskurve.?

Ved at definere det stykke der gaes op ad y aksen for hver h der gaes ud af
x aksen som vaerende

Ayn—i—l = hf(xnayn)

og derefter kigger pa Ay; og Ays far jeg at midpunktet imellem de to, altsa
det mere praesice Ay til at veere

1
Ay = §(Ay1 + Ays),

hvor forskellen fra xg stadig er pa h. Det nye punkt der fremkommer kalder
jeg @1, og koordinaterne til dette er

Q1o+ oo + 3h(f (o,0) + F(1, 1))

hvor koordinatssettet (r1,y1) er fundet ved den sesedvanlige Euler metode,
dvs.

(1,y1) = (xo + hyyo + hf(xo0,0))

Det nye punkt @1 bruges sa til at ga videre frem, osv. Denne metode hvor
der er brugt to punkter til at finde @ kaldes Runga-Kutta metoden af anden
orden.

Ved brug af mere end to punkter opnas desto stgrre ngjagtighed, selv med
hgje veerdier af h, men problemet er at dette kraever en del flere udregninger.
Til gengeeld er denne fremgangsmade perfekt til computerbrug, hvor maskinen
kan foretage en del flere udregninger. Ogsa i fjerde orden starter man med
punktet Py(xo, yo) og gar videre til Q1 (z1, y1), men udregning af koordinatsaettet
for Q1 er en smule mere komplicerede da de forskellige punkter bliver vaegtet
forskelligt2°

18Se bilag 2 for en tabel med sammenligninger og bilag 3 for programkode til at finde Euler
veerdier

19Fremgangsmaden er fundet ved ID3 side 99

20Metoden er fundet side 100 i ID3
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1
Q1(w1,y1) = Q1(wo + h,yo + éh(kl + 2k + 2k3 + k4)),

hvor ky, ko, ks og k4 er givet ved

ki = f(xo,v0)
1 1
ky = f($0+§ha2/0+ §hk1)
1 1
ks = f(xo+ §h, Yo + §hk2)
ks = f(xo+ h,yo+ hks)

Det betyder, at k1, ko, k3 og k4 er tangentheeldninger i de fire punkter P,
Py, P, og P; der ligger bade over og under lgsningkurven. Det vaegtede gennem-
snit der er brugt bestemmer med stor ngjagtighed den egentlige sendring. Med
menneskelige ord kan fremgangsmaden beskrives som at man finder heeldnin-
gen i det oprindelige punkt, derefter skal man finde et punkt midt i intervallet,
beregne haldningen for dette, derefter finder endnu et punkt midt i intervallet
og udregne heldningen i dette og til sidst finde heeldningen i et punkt sidst i
intervallet. Disse haeldningen skal der sa findes et vaegtet gennemsnit af, fgr man
har et y koordinat man kan veere tilfreds med.

At Runga-Kutta metoden er langt mere praecis end Eulers ses af bilag 2,
hvor differentialligninger g—z = y er brugt, idet dens lgsning allerede kendes som
veerende e nar man gar ud fra punktet Py(0,1).%!

5 Eksemplet pa andevendelse af differentialligninger

5.1 Kaffes nedkglning

Et overskueligt feenomen, jeg vil kigge pa er, hvordan nedkglningen af kaffe kan
beskrives som en ligning ved hjzelp af et observationssaet.?? Observationssattet
har fglgende udformning

tid t 1 min 0 2 4 6
temperatur i °C 85,0 77,7 71,1 65,3

Kaffens nedkglning sker i intervallerne
0 til 2 med 7,3°C
2 til 4 med 6,6 °C
4 til 6 med 5,8°C

213e bilag 4 og 5 for programkode til disse tabeller
22Eksemplet er hentet fra M3 side 36
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og det ses, at jo stgrre forskellen er mellem kaffen og luften i lokalet (20°C)
jo stgrre er temperaturseendringen. Ifslge Newtons afkglingslov??® gaelder det at
endringen i et legemes temperatur er proportional med temperaturforskellen
mellem legemet og omgivelserne.

Ud fra kendskab til dette opstiller jeg differentialligningen

dy
=c(y(t) — 20 t>0
W _ o)~ 20),
hvor kaffens temperatur er y(t) til tiden ¢ i minutter. —‘;?t/ angiver temper-

atursendringen der her er negativ, (y(¢) — 20) er temperaturforskellen, der selvf.
er positiv, og ¢ er den magiske konstant, der her er negativ for at ggre udtrykket
sand. Jeg gar ud fra at omgivelsernes temperatur er konstant, hvilket er en foren-
kling, idet luftens temperatur vil stige idet kaffens falder, men hvis vi regner med
et godt stort lokale er denne sndring naeppe til at registrere.

Jeg vil nu omregne denne differentialligning ved at skrive y istedet for y(t)
og gange ¢ igennem parantesen

d
d—i{:cy—200

Denne differentialligning har jeg allerede gennemgaet i 2.1.3 og jeg ved derfor
at Igsningen er givet ved

20 . .
y(t) = =y cre =20+ cre
c

Der kendes koordinatet y(0) = 85, sa ¢ kan udregnes
20+ c1e”® = 85
Cc1 = 65

og far at
y(t) = 20 + 65¢

og far at finde konstanten ¢ tager jeg et ¢ der ikke er 0. Da y(6) = 65,3 er

20 + 65e¢ = 65,3
o _ 453
650

453

6c = In(—

¢ (550

c ~ —=0,06

Den fuldsteendige regneforskrift for y(t) er da givet ved
y(t) = 20 + 65~ = 20 + 65 - 0, 942"

23Hentet fra M3 side 37
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Jeg kontrollerer ved at indseette 2 og 4 i ligningen og far at y(2) = 20 +
65e0:062 ~ 776 og y(4) = 20 + 65¢~ 9964 ~ 71,1, hvilket passer fint overens
med observationssaettet. Her kunne man altsa, ud fra et observationssat og
logiske overvejelser na frem til en ligning der beskriver kaffes temperatur til en
given tid.

5.2 Forurening i en lille sg

Nu nogle mere samfundskritiske udregninger. Denne gang skal det handle om
en skovsg?* der indeholder 6 - 107 liter rent vand. Givet er et forurenet vandlgb
der hvert sekund bringer 12 liter vaeske ud i sgen, heraf er 0,5 liter forurening.
Det forudsaettes at denne blanding straks bliver blandet med indholdet af sgen
og at 12 liter konstant forlader sgen pr. sek. s& meengden af veeske i sgen er
konstant (6-107). Jeg lader f(t) angive antal liter forurening i sgen til en given
tid ¢. Derfor ma der i een liter spvand vaere

f(t)
6-107

liter forurening. Da der hvert sekund forsvinder 12 liter vaeske fra sgen
forsvinder der altsa 12 gange maengden af forurening i een liter sgvand pr. sek.,
hvilket kan skrives pa formen

12-f(t) —7

andringen af forurening i sgen er selvf. den indgaende maengde minus den
udgaende mangde, da @ndringen er f'(t) kan jeg opstille differentialligningen

fft)=0,5—2-10""- f(t)

Det er i 2.1.3 bevist at lgsningen til f(¢t) = b+ a- f(t) er givet ved

b
)= —= . pat
f) =2 +eee
Idet der ingen forurening er til tiden 0 kan jeg finde ¢

b
0 = ——+4c-e
a

b
c = -
a

sa lgsningen bliver

_ b b at_b at
Ft) = =2+ et = (et 1)

24Skovsg eksemplet er taget fra M3 side 51
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og da
b 0,5 7
0= 2077 - 00

er maengden af forurenet stof i sgen til tidpunktet ¢ givet ved

F(t) = —0,25-107(e=2107"t _ 1)

og sadan kan man bruge differentialligninger til at finde ud af hvor forurenet
en sg er. Det ses yderligere at

e 2-10 t—>0

for t — oo sa

f(t) —0,25-107

for t — oo. Det vil sige at sgen maksimalt kan indeholde 0,25 - 107 liter
forurening. Den maksimale forurening udggr altsa % eller 4, 2 procent af sgen.

6 Konklusion

Jeg har igennem rapporten beskrevet de i indledningen anfgrte ting, og har
opnaet en dybere forstaelse for emnet end jeg havde for pabegyndelsen af rap-
porten. Det har veeret interessant at se hvordan de forskellige bgger har beskrevet
de samme ligninger og deres lgsninger pa forskellige mader, og hvordan de genrelt
har behandlet emnerne forskelligt. F.eks. har noget materiale i DL veeret direkte
sveert at ga til, mens andre bgger har gjort forstaelsen af dette materiale lettere.

Jeg har vist hvordan differentialligninger ofte kan bruges til at beskrive sam-
menhange i den virkelige verden, og jeg har vist hvordan differentialligninger

kan lgses, bade analytisk og numerisk.

Alt i alt mener jeg at jeg er kommet godt omkring emnet, og jeg haber rap-
porten er blevet vellykket.

Thomas G. Kristensen
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8 Bilag
8.1 Bilag1

Jeg har i min opgave fundet lgsningen til den homogene differentialligning af
ferste orden, men jeg vil nu vise at det ogsa kan ggres ved en form for seperation
af de variable.?®

den homogene ligning har formen
v+ f@y=0 (11)
Jeg starter med at omskrive ligningen, hvorefter jeg kan bruge en form for
seperation af de variable som jeg ogsa brugte med ligningen f/(z) = g(y)h(x) i
2.1.1, der er dog ikke tale om den samme fremgangsmade. Jeg starter med at
omskrive ligningen sa

dy

dr —f(z)y

Det er fgr bevist at folgende omskrivning er lovlig2®
1
—dy = —f(x)dx
Y

Ved integration findes det at

/%dy:—/f(:v)dx

In(lyl) = —F(z) + k
Ved at oplgfte disse to udtryk pa hver side af lighedstegnet far jeg at

hvilket betyder at

F(z)+k _ eke—F(w)

lyl =€~
da der er tale om et produkt geelder det at
y = efe T eller y=—ce T
Mine udregninger tyder pa at (11) har lgsningen
y=ce F'@ (12)

hvor c er en arbiteer konstant. Jeg vil nu sikrer mig at der virkelig er tale om
lgsningen til ligningen. Jeg differentierer forst (12)

' =~ Fa)ec
og indseetter dette og (12) i (11)
v+ f@y = 0
—f@)ee @ 4 f(z)ee ™ F@ = 0

og ser at det er en lovlig lgsning.

25Udregningerne er fundet i DL side 68, dog er dele omformuleret, og kommenteret yderligere
26
ivf. 2.1.1
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8.2 Bilag 2

Dette bilag knytter sig til afsnittet om nummeriske lgsninger. Jeg har brugt en
ligning der er mulig at lgse for at kontrollere tallene fundet ved nummeriske
lgsninger. Ligningen f’(z) = y har som det vides lgsningen f(z) = e* i punktet
Py(0,1). Jeg har brugt en h-veerdi pa 0,5 for at demonstrere hvor meget Eulers
metode afviger, og hvor teet pd Runge-Kutta metoden af 4. orden kommer selv
med sa hgje forskelle. RK-2 er Runge-Kutta metoden af 2. orden, og RK-4 er af
4. orden.

x 0 05 10 15 20 2,5 3,0
e® 1 1,649 2718 4,482 7,389 12,183 20,086
Euler 1 1,500 2,250 3,375 5,063 7,593 11,391
RK-2 1 1,625 2,641 4291 6,973 11,331 18,413
RK4 1 1,648 2,717 4479 7,384 12,172 20,065

som det ses er RK-4 meget taet pa den egentlige lgsning, selv med et h pa 0, 5.
Eulers afviger meget, men kan stadig bruges til at fa en grov skitse af lgsningen,
iseer ved nedsaettelse af h. Den samme ligning med samme startpunkt men med
et h pa 0,25 giver fplgende Euler veerdier og Runga-Kutta veerdier?”

x 0 05 10 15 20 2,5 3,0
e® 1 1,649 2,718 4,482 7,389 12,183 20,086
Euler 1 1,563 2,441 3,815 5960 9,313 14,552
RK-2 1 1,642 2,695 4,429 7,262 11,922 19,571
RK-4 1 1,649 2,718 4482 7,380 12,182 20,084

Disse tabeller er genereret ud fra programmerne der er vedlagt i bilagene

27 Jeg har sprunget over hveranden x-veerdi i tabellen
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8.3 Bilag 3

Her fglger programkoden til programmet der er brugt til at finde Euler vaerdier
i bilag 2 med funtionen y" = y og begyndelsespunktet (0,1). Programmet er
skrevet til ti-83 maskiner. Jeg har i eksempel to i bilag 2 sendret H til 0,25,
hvilket ikke fremgar af folgende kode.

EULER

.5->H

0->X

1->Y

While X < 4
X+H->X
Y+HY->Y
Disp "X", X
Disp "Y", Y
Pause
ClrHome

End



8 BILAG 22

8.4 Bilag 4

Her er programkoden til det program jeg brugte til at finde Runge Kutta
veerdierne af anden orden i bilag 2 med funktionen 3’ = y og begyndelsespunktet
(0,1). Programmet er skrevet til ti-83 maskiner. Jeg har i eksempel to i bilag 2
endret H til 0,25, hvilket ikke fremgar af fglgende kode.

RK2

.5->H

0->X

1->Y

While X < 4
X+H->X

Y->K
Y+HK->L
(K+L)->T
Y+.5HT->Y
Disp "X", X
Disp "Y", Y
Pause
ClrHome

End
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8.5 Bilag 5

Her er programkoden til det program jeg brugte til at finde Runge Kutta
veerdierne af fjerde orden i bilag 2 med funktionen 3’ = y og begyndelsespunktet
(0,1). Programmet er skrevet til ti-83 maskiner. Jeg har i eksempel to i bilag 2
endret H til 0,25, hvilket ikke fremgar af fglgende kode.

RK4

.5->H

0->X

1->Y

While X < 4
X+H->X

Y->K
Y+.5HK->L
Y+.5HL->M
Y+HM->N
(K+2L+2M+N) /6->T
Y+HT->Y
Disp "X", X
Disp "Y", Y
Pause
ClrHome

End



